EIDD - Mathématiques pour l’Informatique 2012-2013

Examen partiel du 11 mars 2013

Aucun document n’est autorisé. La durée est de deux heures. Les sept exercices sont
indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

Exercice 1: Relations
1. On considere les relations suivantes sur N? (triplets d’entiers positifs) :
(a) (z,y,2) R(z,y',2') si et seulement si z = 2’ et z = 2’
(b) (z,y,2) R (2',y,7") si et seulement si min(z,y, z) = min(z’,y’,2’)
(¢) (z,y,2) R(a',y’,2") si et seulement si x = 2’ oux = 2’ —louzx = 2’ +1
Pour chacune d’entre elles, dire si c’est une relation d’équivalence. Démontrer qu’elle en

est une si c’est le cas; sinon, montrer qu’une des propriétés requises pour étre une relation
d’équivalence n’est pas satisfaite.

2. On considere les relations suivantes sur N? :
(a) (z,y,2)
(b) (z,y,2)
(c) (z,y,2)
(d) (z,y,2) 2 (2/,y,2') siet seulement six <2’ ety =y et z = 2

a' Y, 2') si et seulement si z < 2

(
(z',y,2') si et seulement si x +y+2 <a' +y' + 2/
(

'y’ 2') si et seulement six < a’ et y >y et 2 <2

/

A TATA A

Parmi ces relations, lesquelles sont des relations d’ordre? Une démonstration est attendue
pour les relations qui sont bien des relations d’ordre ; sinon, montrer qu'une des propriétés
requises n’est pas vérifiée.

3. Question bonus : On rappelle qu'un ordre est dit total lorsque deux éléments quelconques
sont toujours comparables. Formellement, ceci signifie dans notre cas que

v(x7 y’z) e N3 V(l'/,y/,zl) 6 N3 ($7y7 Z) j (:Z:/’ y/’ Z/) ou (x/,y/,zl) j (x7 y’ Z)

c’est-a-dire que si ’on prend deux triplets d’entiers positifs, soit I’'un est plus petit que I'autre,
soit 'inverse. Parmi les relations d’ordre trouvées a la question 2, lesquelles sont totales ?
On attend une démonstration ou un contre-exemple selon le cas.

Exercice 2: Ensembles
On considere deux ensembles X et Y et une application f : X — Y. On définit, pour A C X,
I'image directe de A par f comme suit :

f(A)={ye F|3x € Atel que f(z)=y}

f(A) est donc 'ensemble des éléments de I’ensemble d’arrivée qui ont un antécédent par f dans
A; on peut aussi dire que c’est ’ensemble des images par f des éléments de A.
1. Montrer que f(ANB) C f(A)N f(B).

2. Trouver un exemple pour lequel f(AN B) € f(A4) N f(B) (c’est-a-dire tel que f(AN B) C
flLANf(B) et f(ANB) # f(A)N f(B)). Vous pouvez choisir librement X,Y, A, B et f.

3. Question bonus : On suppose que f est injective. Montrer qu'on a f(ANB) = f(A)N f(B).
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Exercice 3: Fonctions
On rappelle que Z est 'ensemble des entiers relatifs (entiers positifs et négatifs). Z? est donc
I’ensemble des couples d’entiers relatifs.

1. Montrer que :

f:| z2 — 72
(a,b) — (5—=b,a+3)
est une bijection.
2. Est-ce que :
f:] N2 — 72

(a,b) — (a+b,a—0)

est une bijection ? une injection? une surjection? On attend pour chaque propriété une
preuve ou un contre-exemple. Attention : le domaine de départ est ’ensemble des couples
d’entiers positifs, le domaine d’arrivée celui des couples d’entiers relatifs.

3. Est-ce que :

f:]l N2 — Z
(a,b) — a—1b

est une bijection? une injection? une surjection? On attend pour chaque propriété une
preuve ou un contre-exemple. Attention au domaine de définition de la fonction!

Exercice 4: Induction
On définit un langage X par induction a partir de trois regles :

a€X
we X
wbe X
weX
abw € X
On définit deux fonctions f : X - Net g : X — N comme suit :
fla) =1 gla) =0
flwb) = f(w) et g(wd) = g(w)+1
flabw) = f(w)+1 glabw) = g(w)+1

1. Montrer par induction que pour tout mot w € X on a g(w) + 1 > f(w).

2. Montrer par induction que les mots de X sont compris dans (ab)*ab*, ¢’est-a-dire que tout
mot de X commence par un certain nombre (éventuellement nul) de répétitions du motif ab,
puis qu’il contient un @, puis un certain nombre (éventuellement nul) de b.

3. Montrer que tout mot de (ab)*ab* est dans X.
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Exercice 5: Logique propositionnelle

Pour chacune des formules suivantes, dire si elle est valide, satisfaisable mais pas valide, ou
contradictoire. Si la formule est satisfaisable mais pas valide, donner une affectation qui la rend
vraie et une qui la rend fausse.

1. A= (B=A)

.((A=B)A-B)=-4
.(A=B=0)=((A=B)=(A=0))
. (A=B)AB)= A

. ((AVvB)=-C)AN(-CV (BVA))

T o= W N

Exercice 6: Logique du premier ordre : variables libres
Pour chacune des formules suivantes, dire quelles sont les variables libres :

1. 3z R(zx,y, 2)

2. VYyJzax+y =2

3. 3z P(x)) A (Vy Ry, 2))
4. (3z P(x)) v (Vy R(y,z))

Exercice 7: Logique du premier ordre
On considere une signature comprenant une relation R d’arité 2, une fonction f d’arité 2 et
une constante c. Sur cette signature, on considere trois formules :

1. VaVy3z R(f(x,y), 2)
2. = (3z3y flz,y) = ¢
3. Jdz Rz, x)
On considere deux interprétations :
1. Une interprétation de domaine N, dans laquelle f est interprétée comme suit :
f:] N> — N
(zy) — x+y+2

R est interprétée comme la relation telle que xRy < x +y = 6, et c est interprétée par
I’entier 0.

2. Une interprétation de domaine Iensemble & trois éléments {s, ¢, u}, ol ¢ est interprétée par
t, ou f est interprétée par la fonction telle que :

f(s,8) = s fs,t) = u f(s,u) =
ft,s) = u ftt) =t
fu,s) =t flut) = s fu,u) =
et oul R est la relation telle que sRt et tRu et uRs (et rien d’autre).

Pour chacune des trois formules, dites si elle est valide dans ces interprétations. Une justification
détaillée est attendue.



